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ABSTRACT 

Let A - JBW -algebra [1,2,3] with no direct summand of type 
2

I  ,and let ( )P A  be its lattice of 

idempotents from A  and X  be a Banach space. In this paper, we prove that any finitely 

additive vector-valued measure : ( )P A X   has a unique extension to a bounded linear 

operator mapping  A  to Х  . 
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АННОТАЦИЯ 

Пусть A - JBW алгебра [1,2,3] без прямых слагаемых типа 
2

I , ( )P A -логика идемпотентов 

из A  и X -банахово пространство. В данной работе доказано, что всякая конечно-

аддитивная векторно-значная мера : ( )P A X   продолжается до  ограниченного 

линейного оператора отображающего A  в Х .  

Пусть A - JBW алгебра,   2( ) :P A e A e e   -решетка проекторов (идемпо- тентов) из A  

и X - банахово пространство.  

 

Ключевые слова: Векторно-значные меры, JBW - алгебра, гильбертовы пространства, 

обертывающая  W 
 -алгебры. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

Ограниченная функция : ( )P A X   называется конечно-аддитивной  векторно-

значной мерой, если выполняются следующие два условия: 

1. ( ) ( ) ( )e f e f      для идемпотентов , ( ) , 0e f P A e f    ; 

2.  sup ( ) : ( )e e P A   . 
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Если при этом Х R   , то   называется скалярной  мерой на проекторах A . 

Если : A X   - некоторый ограниченный линейный оператор, то его сужение 

(A)P
   на решетку ( )P A  есть, очевидно, конечно-аддитивная векторно-значная мера. 

Обратно, пусть на ( )P A  задана некоторая векторно-значная конечно-аддитивная  мера 

. В самой общей постановке проблема существования ограниченного линейного оператора 

: A X  , сужением которого на ( )P A  является  , имеет отрицательное решение: на 

спин факторе ( JBW -факторе типа  
2

I ) легко построить примеры конечно-аддитивных  

векторно-значных мер, не являющихся сужениями никаких ограниченных линейных 

операторов : A X  [4]. Однако если рассмотреть JBW - алгебры без прямых 

слагаемых типа 
2

I  то, как и в случае алгебр Фон Неймана[4], проблема имеет 

положительное решение.  

Используя метод работы [4] доказывается  следующая: 

 

Теорема 1. Пусть A - JBW - алгебра без прямых слагаемых типа 
2

I . Тогда всякую конечно-

аддитивную векторно-значную  меру   на идемпотентах A  можно единственным образом 

продолжить до ограниченного линейного оператора отображающего A  в Х .  

 

Доказательство. Элементарные оценки показывают, что когда  А   имеет место 

неравенство 

 4sup ( ) : ( )p p P A    

Пусть  К - такая константа, что  ( )p K    для каждого ( )p P A . 

Для любого  , ( )X p p     является скалярной мерой на ( )P A . Тогда в силу 

основного результата работы [5] существует A   такое, что  ( ) ( )p p    для каждого 

( )p P A . 

Пусть 
1

n
x pj j

j
 


- конечная линейная комбинация проекторов ( ), (j 1, )p P A nj    . 

Тогда  

        
1 1 1 1

n n n n
p p p p xj j j j j j j j

j j j j
         
   

                  
.   Отсюда 

     4 sup ( ) : ( ) 4
1

n
p x p p P A x Kj j

j
     
 

     
 

Тогда из теоремы Хана-Банаха следует, что    4
1

n
m p K xj j

j
 


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В частности, из 0
n

pj jj
    следует ( ) 0

n
pj jj

   . Значит,   имеет единственное 

продолжение до линейного оператора : ( )T SpanP A X .  

  4
1 1 1

n n n
T p m p K pj j j j j j

j j j
  

 
        

 

Таким образом, T  ограничен и, следовательно, имеет единственное расширение до 

ограниченного линейного оператора  из A  в X .  

 

Теорема доказана. 

Пусть теперь A - JW алгебра, действующая в гильбертовом пространстве H [6]. Если на 

решетке ( )P A  задана конечно-аддитивная векторно-значная мера , то естественно 

возникает вопрос о возможности продолжения    до конечно-аддитивной  векторно-

значной меры на решетке 
1
(U)P  -проекторов обертывающей  W

 -алгебры (алгебры Фон 

Неймана)  ( )U A A [3,7]. В общем случае ответ на этот вопрос отрицательный. В самом 

деле, пусть A - бесконечномерный спин фактор ( JW -фактор типа 2I ) такой, что ( )U A

является  W
- фактором типа 1II (существование такого A  вытекает из [8](теорема 2)). 

Тогда в силу основного результата работы [4] всякую конечно-аддитивную  векторно-

значную меру на 1(U)P  можно продолжить до ограниченного линейного оператора 

отображающего ( )U A  в Х . В тоже время на спин факторе A  существует  конечно-

аддитивная  векторно-значная мера, которая не продолжается до ограниченного 

линейного оператора. Это противоречие показывает, что не всякая конечно-аддитивная   

векторно-значная меры на проекторах спин фактора A   продолжается до  конечно-

аддитивной  векторно-значной меры на проекторах  обертывающей  W 
 -алгебры ( )U A .  

Однако если рассмотреть JW - алгебру A  без прямых слагаемых типа 2I  то, то вопрос о 

продолжении конечно-аддитивной  векторно-значной меры на проекторах A  до конечно-

аддитивной  векторно-значной меры  на проекторах  ( )U A  , эквивалентен проблеме о 

продолжении конечно-аддитивной  векторно-значной меры   на ( )P A    до ограниченного 

линейного оператора на A . Тогда из теоремы 1  вытекает следуюшая: 

 

Теорема 2. Пусть A - JW алгебра без прямых слагаемых типа 2I  и X -банахово 

пространство. Тогда всякая  конечно-аддитивная  векторно-значная мера на проекторах A  

продолжается до конечно-аддитивной  векторно-значной меры  на проекторах 

обертывающей  W 
 -алгебры ( )U A .  
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